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Введение 
Предлагаемая работа посвящена спектральному анализу несамосопряженно­
го односкоростного оператора переноса, действующего в гильбертовом про­
странстве L^ функций распределения. Известно [1], что во многих геометриче­
ских ситуациях этот оператор имеет богатый существенный спектр. Поэтому 
кажется разумным использовать для его спектрального анализа функциональ­
ную модель [2, 3, 4]. Мы будем изучать оператор, отвечающий переносу частиц 
в пластине из размножающего материала с изотропным распределением вто­
ричных частиц, погруженной в однородный идеальный поглотитель. Фазовое 
пространство такой задачи — это множество Г = МхО, 0 = [—1,1]. Для части­
цы в точке (х, /х) G Г число х G М — ее пространственная координата, а /х G О 
— косинус угла между скоростью частицы и координатной осью. Поглощение и 
размножение частиц характеризуются макроскопическим сечением сг > О, ло­
кальным коэффициентом размножения с: М ^ М+ и оператором столкновений 
К е B L 2 ( 0 ) . Предполагается, что с G L^(M). 
Опишем результаты работы. В статье [5] было показано, что спектр операто­
ра переноса в случае, когда функция с пропорциональна индикатору интервала, 
состоит из конечного множества собственных значений, лежащих на мнимой 
оси, и непрерывного спектра, заполняющего вещественную ось. Мы выводим 
этот результат для произвольного финитного с G L^(M) и даем аналог оценки 
Бирмана-Швингера для размерности подпространства, отвечающего дискрет­
ному спектру. Паш вывод в существенном следует работе [5], отличаясь неко­
торыми упрощениями и использованием современной терминологии. Далее, мы 
показываем, что непрерывный спектр оператора переноса является абсолютно 
непрерывным. Соответствующая компонента Tess этого оператора подобна са­
мосопряженному оператору в случае, когда с ф S' для некоторого сингулярного 
множества (f С L^(M). Показано, что если с G ^, то оператор переноса имеет 
единственную спектральную особенность в точке 0. В этом случае компонента 
Tess подобна ортогональной сумме самосопряженного оператора и оператора 
со спектром конечной кратности ^ , которая вычислена в терминах с. Для 
спектральной компоненты оператора переноса, отвечающей окрестности спек­
тральной особенности, мы также даем оценку угла между соответствующими 
инвариантными подпространствами. Вывод этих результатов основан на выде­
лении некоторых инвариантных подпространств модельного оператора, опре­
деленных при помощи спектрального разложения оператора А = 1 — 5'*5', где S 
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— характеристическая функция. Оценка угла между этими ноднространства-
ми сводится к оценкам функции S~^ на вещественной оси. 
Следует подчеркнуть, что функциональная модель используется только в 
доказательствах и не участвует в формулировке результатов, относящихся к 
оператору переноса. Отметим также, что появление спектральной особенно­
сти в нашей задаче имеет совершенно непатологический характер. А именно, 
оказывается, что для любого финитного положительного с Е L ^ функция кс 
принадлежит (о при некоторых значениях константы АС. Сказанное отличает 
оператор переноса от другого известного в математической физике примера 
оператора со спектральными особенностями — оператора Шрёдингера с ком­
плексным потенциалом [6, 7], где спектральные особенности появляются ad hoc 
для специально выстроенных потенциалов. 
Для удобства читателя в § 1 дается краткое описание функциональной мо­
дели диссипативного оператора. Мы используем симметричную форму модели 
[3, 4]. Далее мы излагаем конструкцию инвариантных подпространств, соот­
ветствующих абсолютно непрерывному спектру. Доказательства утверждений 
в абстрактной части работы (§1) за недостатком места опущены. 
§1 . Функциональная модель 
Пусть L — замкнутый диссипативный оператор с ограниченной мнимой ча­
стью V = ImL, такой, что cress(^) С М, и пусть Е = Ran У. Характеристи­
ческой функцией S оператора L называется сжимающая аналитическая в С+ 
функция S{z): Е ^ Е^ определенная формулой 
S{z) = / + 2iVv{r - z)-^Vv, ^ G С+. 
По теореме Фату [2] S обладает при п. в. к G М граничными значениями 
S{k) = S{k + iO). При z Е С+ П p{L) характеристическая функция обратима и 
S~^{z) = I — 2iW{L — z)~^VV. Обозначим через ^ = L^ i ^ ^ | гильбер­
тово пространство, полученное замыканием линеала L'^(R^E ф Е) в метрике, 
заданной весом 1 ^ ) . Введем подпространство J^C ^ формулой 
Здесь И\[Е) — классы Харди аналитических в С± £^-значных функций / , та­
ких, что supg^o /м 11/(^ =^  ^ )^111; dk < оо. Пусть ^t — унитарная группа сдвигов 
в ^ , {^tf){k) = е^^^f{k). Тогда вполне несамосопряженная часть оператора 
L унитарно эквивалентна генератору полугруппы сжатий Zt = Pj^^tljr^ где 
Pj^— ортопроектор на Ж в ^ . Этот генератор называется функциональной 
моделью оператора L. Заметим, что, поскольку S — сжимающая функция, 
А(А:) = / — S*{k)S{k) ^ О при п. в. к Е М. Это позволяет определить простран­
ство L^(M; А) как замыкание линеала L^(M, £ )^ в метрике, заданной весом А. 
Далее (•, •) обозначает угол между подпространствами гильбертова простран­
ства. 
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Мы используем без специальных пояспепий утверждения о диссипативных 
операторах, соответствующие теоремам, сформулированным в книге [2] для 
сжатий. 
Всюду в этой работе под инвариантным подпространством оператора пони­
мается его регулярно инвариантное подпространство, т. е. подпространство Ж 
называется инвариантным подпространством оператора L, если [L — г)~^Ж = 
Ж при всех Z G p{L). Используя функциональное исчисление для оператора L, 
можно показать, что каждое его регулярно инвариантное подпространство ин­
вариантно в следующем естественном смысле: (i) Dom(L) П Ж= {L — z)~^Ж^ 
Z G p(i^), и (ii) L(Dom(L) П Ж^ С Ж. Это позволяет определить замкнутое 
плотно заданное сужение L^= L\^. 
В дальнейшем некоторые инвариантные подпространства оператора опре­
деляются в терминах его функциональной модели. При этом оператор, осу­
ществляющий унитарную эквивалентность вполне несамосопряженной части 
оператора L и ее функциональной модели, в обозначениях опускается. 
Определим абсолютно непрерывное подпространство ^е С .Ж оператора L 
[3] как замыкание множества ^^ гладких векторов. 
сУ г р — '^Ур. 1 ^Ур. 
е-) 
Н_У'^"^'*^'}-
Определенное таким образом, ^^ совпадает с инвариантным подпростран­
ством оператора L, отвечающим канонической факторизации S = SiSe [2] ха­
рактеристической функции. Будем называть спектр оператора L абсолютно 
непрерывным, если L = L\HQ 0 L\^^^ где HQ — инвариантное подпростран­
ство оператора L, такое, что L\HQ — самосопряженный оператор с абсолютно 
непрерывным спектром в смысле спектральной теории [12]. 
Определим волновой оператор W: L^(M;A) -^ Ж отношением W \ д ^л 
Рж{_1д) • К^^ показано в [4], W = s-limt^+oo e'^^Je'''^^^ где J: ^^(М; А) ^ Ж 
— некоторый изометричный оператор отождествления, для которого в модели 
имеется явная формула, а AQ — оператор умножения на независимую перемен­
ную в L^(M; А) . Основное свойство гладких векторов выражается сплетающим 
соотношением 
{L - z)-'W = W{Ao - z)-\ z e p{L). (1) 
Следующая лемма дает описание некоторого класса инвариантных подпро­
странств оператора L в ^ . 
Пусть {Х{к)} — измеримое семейство подпространств пространства Е^ 
определенных при п.в. /с G М, X = {/ G L^(M, £ )^ : f{k) G Х{к) при п. в. к}. 
Положим Н = X в L^(M; А) . Назовем кратностью спектра оператора А число 
т{А) = inf d i m ^ когда .Жпробегает порождающие подпространства опера­
тора А. 
Л Е М М А 1. Ж= WH — инвариантное подпространство оператора L. Если 
S{k) обратима в широком смысле п. в. на вещественной оси, то 
m{L^) = esssupdim А(А:)Х(А:). (2) 
Если esssup;.^^ ||(5'(А:)|д(/2)х(/г))~"^|| < сю^ то W\H ограниченно обратим и L^ 
подобен самосопрлэюенному оператору. 
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Отметим, что некоторый частный случай формулы (2) содержится в рабо­
те [8]. 
Задаваясь X , всегда можно построить второе инвариантное подпростран­
ство Ж"^ оператора L так, чтобы JV^ = Ж\ Ж"^, применяя лемму 1 к се­
мейству {Х(А:)^}. В общем случае, однако, неизвестна оценка угла {^Ж^Ж^\ 
Опишем способ выбрать {Х(А:)} так, чтобы ^Ж^Ж^^ оценивался в терминах S. 
Введем оператор i^(A:) = S'^{k)S{k). Для данной измеримой функции к \-^ jk^ 
7/г ^ [ОД]5 пусть Pi (А:), Р2{к) — спектральные проекторы оператора D{k)^ 
отвечающие промежуткам [0,7/^)5 [т/сД] соответственно и Xi{k) = RanP^A:), 
i = 1,2, так что Е = Xi{k) 0 Х2(А:), поскольку О ^ D{k) ^ / . Положим Xi = 
{/ G Р^(М, £ )^ : f{k) G Xi{k) при п. в. /с G М}, i = 1,2. По построению пара 
ортогональных подпространств Xi ,X2 С Р^(М, £ )^ приводит А. Пусть Hi = 
Х^, i = 1,2, в р2(]^. д)^ так что Р^^]^. д ) = Ях 0 Яг- Согласно лемме 1, . ^ = 
WHi^ i = 1,2, — инвариантные подпространства оператора Р . 
Л Е М М А 2. Имеет место неравенство 
sm{Mi,Jf2) ^ essM\\{S{k)\x,ik)r'\\-'• (3) 
§2. Линейный оператор переноса 
Далее Хм(*) — индикатор множества М С М, 1 — индикатор множества 
f^ 5 /ос есть Р^-норма функции / , || • ||2 — норма в классе Гильберта-Шмидта, 
Us{z) = {z' ^ С : \z — z'\ < 6}^ ujs = Us{0)nC^ ж d^. — мера Лебега на О. Введем 
класс PQ" = {d G Р ' ^ ( М ) : d{x) ^ О п.в. и существует а, такое, что d{x) = О при 
п.в. X, для которых |х| > а}. 
Эволюция функции распределения в гильбертовом пространстве H = L^{T) 
описывается уравнением Больцмана [1] 
—idfU = Lu. 
Ее генератор Р , называемый односкоростным оператором переноса, имеет вид^ 
Р = i/J^dx + icr(l — с(х)Р^), К = - • d/x'. 
Он действует в Я на области определения ^ = {/ G Н : f{*^ii) абсолютно 
непрерывна при п. в. /х G О и iidxf G Н} своей вещественной части PQ = ifJidx-
Мнимая часть оператора Р ограничена. Оператор PQ соответствует эволюции 
Uf = expiLot^ {Utf){x^jii) = / ( х — fit^jn)^ функций распределения в вакууме. 
Вместо Р удобно исследовать диссипативный оператор Т = L"" -\-ia = iiidx + 
iac{x)K. Пе умаляя общности, можно положить сг = 1, так что У = I m T = 
с{х)К. Подпространство RanP^ в Я естественно отождествляется с простран­
ством Р^(М) функций переменной х\ КН = Р^(М) (8) 1 ^ Р^(М). 
§3. Спектральный анализ оператора переноса 
Всюду ниже будем предполагать, что пластина имеет конечную ширину, т. е. 
с G pQ .^ Далее, в зависимости от контекста, у/с обозначает либо оператор умно­
жения на функцию \/с[х) в КН = Р^(М), либо элемент из Р = Ran У С КН. 
^Мы обозначаем через К и сам оператор К в Ь^(П), и оператор / (g) К в L^(R х П) = 
L2(R) (g)L2(n). 
Спектральный анализ односкоростного оператора переноса 51 
Пусть R{z) = (Т — z)~^ и Ro{z) = {LQ — z)~^. Умножал резольвентное то­
ждество R{z) — Ro{z) = —iRo{z)VR{z) на л/У, получим 
R{z) = Ro{z) - iRo{z)Vv{I ^ iVVRo{z)Vv)-^VVRo{z). (4) 
Отсюда видно, что сг^{Т) = сг{Т) П С+ = {^  : —1 G a{Q{z))}^ где Q{z) = 
Ran у ^ ^ ^ + ' оператор в пространстве Ran У С L^(M). Ядро 
оператора Q{z) имеет вид (см. [5]^) —^y^c{x)E{—iz\x — у\)у^с{у)^ где E{s) = 
f-^ е~^^ dt/t при Re5 > 0. Функция E{s) допускает представление 
E{s) = -\ns--i + e{s), (5) 
где 9{s) = — Xlm=i(~'^)"^/(^^'^^) — целая функция, а 7 — постоянная Эйлера. 
Так как E{s) = О (In 1^ 1) при 5 ^ О и с финитна, (5(^) — оператор Гильберта-
Шмидта при любом Z G С+ . Обозначим через {r]n{z)}^^i^ \г]п\ ^ |^n+i| > О, 
собственные значения оператора Q{z). Используя (5), можно представить Q{z) 
следующим образом: 
Q{z) = Q{z) + \Q{z), (6) 
где Q{z) — оператор с ядром ^^Jc{x){\n{—гz\x — у\) + ^)^/с{у)^ так, что 0(^) 
— целая функция, а Q{z) — аналитическая функция в ^ = С \ {—it, t ^ 0}. 
В соответствии с этой формулой Q{z) допускает аналитическое продолжение 
из С+ на б'. 
Т Е О Р Е М А 1. Пусть с G L'^. Тогда невещественный спектр сг+{Т) опера­
тора Т — конечное мноэюество собственных значений^ леэюащих на мнимой 
оси. Оператор Т не имеет присоединенных векторов. Размерность N{c) спек­
трального подпространства^ отвечающего дискретному спектру^ допускает 
оценку 
Щс)^1^\11ы\-у\сШу)Л^Лу. (7) 
Существенный спектр Т совпадает с вещественной осью: a^ssiT) = М. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Оператор WRO{Z) компактен в силу компактности опе­
ратора Q{z)^ поскольку 
ReQ(^) = '-{Vv{Ro{z) - Ro{z))Vv) = -lmzVVRo{z) • Ro{z)Vv. 
Отсюда ввиду резольвентного тождества вытекает компактность разности 
Д(^) — Ro{z) при Z Е р{Т)^ 1тZ ф 0. Стало быть, (У^(Т^ дискретно в С+ и 
(Т) = М В силу теоремы Вейля [12]. 
Далее, ?7^(^) ^М при всех п (и, в частности, — 1 ^  сг((5(^))), если /с = Re^^^O. 
Достаточно показать, что оператор Im(5(^) строго положителен или отрица­
телен при к ф ^. Рассмотрим оператор !Е!(^ ) = гii^i?o(^)|xя5 действующий в 
^Это интегральное ядро вычислено в [5, § 2] для случая с = СооХ[-а,а1 • Д*^^ произвольного 
с G LQ результат получается очевидным преобразованием. Далее мы используем некоторые 
вспомогательные оценки для Q, полученные в [9, 10] для случая с = СооХ[-а,а1 ^ Р ^ нахождении 
спектра, поскольку в общем случае их доказательства в точности те ж:е самые. 
• • . м = ^ ь ; : : : ' : : ' . (« 
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пространстве КН. В представлении Фурье по переменной х оператор Im!E!(^) 
действует как умножение на функцию 
4р {р-\-кУ-\-{Im zy 
Ясно, что rz{p) < о или —rz{p) < о и, таким образом, lmE{z) < О или 
— lmE{z) < О в зависимости от sign/с. Так как lmQ{z) = y/clmE{z)y/c\E ^ это 
дает lmQ{z) < О или —lmQ{z) < 0. Поэтому сг^{Т) С гМ. 
Пусть Z = is^ е > 0. В представлении Фурье E{is) = E'^{is) действует как 
умножение на функцию 
. , . е [^ djji 1 \р\ 
^е[Р) = -т: / ] -—г^ = --г-г arctan — . 
2У-1 \р1^^ге\^ \р\ е 
Таким образом, Q{ie) = ^/с^{ге)^/с\Е — отрицательный оператор, монотонно 
возрастающий вместе с е. Рассмотрим Q'{ie) = —iy/c{dE.{ie)/de)y/c\E- В пред­
ставлении Фурье оператор в круглых скобках действует как умножение на 
функцию {р^ + е^)~^. Таким образом, iQ'{is) > 0. Стандартные аргументы 
теории возмущений позволяют отсюда заключить, что (I-\- Q(z))~^ имеет про­
стые полюсы в точках спектра а-^{Т)^ и то же верно для R{z) по (4). Стало 
быть, Т не имеет присоединенных векторов. 
Оценим N(c). Обозначим через А^е(с) ранг спектрального проектора, от­
вечающего промежутку [is^ioo). Поскольку сг-^{Т) дискретно в С+, А^е(с) < 
сю при £ > 0. В силу монотонности и непрерывности функций r]n{i£) имеем 
N,{c) = #{s ^ £ : кег(/ + Q{is)) ^ 0} = # { т G (0,1] : кег(/ + rQiis)) ф 0} с 
учетом кратности. Далее, согласно (6), 
2Q{ie) = Q V Q{ie) + (7 + ln£)Pi = 2Qx{ie) + (7 + ln£ )P i , (9) 
где P i = (•, y/c)y/c^ (•, •) — скалярное произведение в L^(M), a Q^ — оператор 
с ядром ^Jc{x)c{y) In \x — y\. Поскольку rank P i = 1, это дает # { т G (0,1] : 
k e r ( / + TQ(ie)) 7^  0} ^ 1 + # { т G (0,1] : k e r ( / + TQi(ie)) 7^  0} ^ l + \\Qi{ie)\\l. 
Воспользуемся теперь следующей оценкой для 0(^) (см. (5), (6)): 
CXD 1 1 / 1 II I I ТП ' ~ ^ / о I I \ Т77 ' ~ ^ / о I I \ Т77 
1|в(.)|ь ^ Е " " ' , ' ' ^ < = ! Е ^ ^ п ^ ^ < = ! Е ^ ^ ^ = ^i(«'"'^'-1)' 
^^^ т\т ^-^ т\т ^-^ ml 
1 1 1 (10) 
где ci = Jj^ с(х) dx и А ^ — оператор с ядром \/с{х) |х —у|"^ у^с(у), для которого 
справедлива оценка ЦА^Цз = / / |х — ур"^с(х)с(у) dxdy ^ {2аУ^с\. Это дает 
iV,(c) ^ l + | |Qi(ie)| |l = l + i||QO||l + 0 ( б ) . 
Так как А^(с) = Ит^^о ^е(с) , мы приходим к (7). П 
Отметим, что сг+(Т) непусто при любой ненулевой функции с G LQ ^ '^^^ ^^^ 
||(5(it)|| -^ ос при t ^ О и ||Q(it)|| -^ О при t ^ ос. 
Доказательство конечности N{c)^ данное в работах [5, 9] для случая с = 
СосХ[-а,а]5 основано на тех же обстоятельствах (монотонность функции Q{is) 
и конечность ранга расходящегося слагаемого в асимптотике функции Q{is) 
в 0), что и приведенное выше. Оценка размерности (7) является, по-видимому, 
новой. 
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Разложим пространство Н в линейную сумму инвариантных подпро­
странств, соответствующих компонентам спектра сг{Т): Н = Hd + i^ess^ где 
Hd = ^dH^ HQSS = (^ — ^d)H^ ^d — риссовский проектор, отвечающий (JJ^{T). 
По теореме 1 пространство Hd конечномерно и, стало быть, (Hd^HQ^^) > 0. 
Приведем без доказательства оценку угла (i7^,i7ess) Ал.я малых с. 
П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1. Пусть с такова, что интеграл в (7) меньше 4 и, стало 
быть, dimHd = 1. Тогда 
е~^ 1 / 2 \ 
8т(Я^, Hess) ^  -——^ ехр . -   /  
-ос ^ ^1 ' 
Перейдем к изучению компоненты TQSS = ^|яезз средствами функциональной 
модели. 
Заметим, что KeQ{z) ^ О при z Е С+ по определению оператора Q и, стало 
быть, I — Q{z) имеет ограниченный обратный, | | ( / —(5(^))~-^|| ^ 1. При z G С+ 
характеристическая функция S{z) оператора Т выражается через Q следую­
щим образом [11]: 
Отсюда видно, что S допускает аналитическое продолжение на открытое мно­
жество, содержащее М\0. Следующая лемма сводит, до некоторой степени, изу­
чение оператор-функции S к изучению скалярной аналитической функции. Па-
помним, что скалярная аналитическая функция / называется скалярным крат­
ным [2] для 5*, если существует ограниченная аналитическая в С+ функция П, 
такая, что f{z)I = S{z)'Yl{z) = Tl{z)S{z) при ^ G С+. 
Л Е М М А 3. S обладает скалярным кратным. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . И З (11) видно, что T{z) = S{z)—I принадлежит классу S^ 
вместе с Q{z) при всех z Е С+ . Покажем, что ||Т(^)||2 равномерно ограниче­
на в С+ . В самом деле, согласно (6), T{z) = {А-\- в(^)) (1 — Q{z))~^ + M{z)^ 
где гапкМ(^) = 1 и ЦАЦз < ос. Поскольку ||Т(^)|| ^ 1 + ||5'(^)|| ^ 2, мы 
имеем ||М(^)||2 = | |М(^)| | ^ 2 + ||А|| + Cs\z\ ^ Ci^s при \z\ ^ S, что дает 
sup^^^^ ||Т(^)||2 ^ С(5 < ос, так как ||в(^)||2 ^ Cs\z\ при \z\ ^ ^ по (10). Лемма 5 
работы [10] утверждает, в наших обозначениях, что^ 
««<^ « < т т т Ь "'' 
при Z Е lis Г\ {z : I Re^l ^ 1} для любого е > О, где П^ = {^  : О ^ Im^ ^ е} . 
Зафиксировав произвольное е Е (0,1] и выбрав S > v 2 , получим ||Т(^)||2 ^ 
С < ос при Z Е Не- Далее, ввиду очевидного неравенства \E{s)\ ^ E{Res) ^ 
E(Reso)^ справедливого при О < Re^o ^ Re 5, ||(5(^)||2 ^ ||(5(г£:)||2 < ос при 
Z Е С+ \ Hg. Собирая вместе полученные оценки, имеем sup^^d- ||Т(^)||2 < 
ос. Пусть m{z) = de t ( / — Т^(^)). Воспользуемся следующим утверждением, по 
существу доказанным в [13]. Если А( •) есть S^-значная функция на области 
^ С С, аналитическая в операторной норме, и sup^^^ ||А(^)||2 < ос, то s{z) = 
det{I — А^(z)) является скалярным кратным для S{z) = / + А ( ^ ) , если s{z) ф 0. 
Э т а оценка была фактически получена в ходе доказательства. Формулировка утвер­
ждения в работе [10] ослаблена до оценки операторной нормы оператора Q{^z). 
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Поскольку Т(« ) , очевидно, аналитична, отсюда заключаем, что т является 
скалярным кратным для S. П 
Оценка (12) использовалась в [10] для вывода некоторых поточечных асим­
птотик решений уравнения Больцмана. Следует отметить, что сам этот вывод 
содержит ошибку: логарифмическая оценка для {I -\- Q{z))~^ в окрестности 
точки О, даваемая леммой 6 этой работы, вообп];е говоря, не выполняется. 
Пусть З^с = {kn = 1™е^о ^п(^£) • |^п| < ос}. Онрсдслим сингулярнос множс-
ство (^  следуюп];им образом: (^= {с G LQ • ~^ ^ ^ с } - Отметим, что при любом 
с G L'^ функция Н1С принадлежит (f для бесконечного набора {—А:~^ , кп G ^ с } 
значений константы АС > 0. Следуюп];ая лемма мотивирует выделение множе­
ства (о. 
Л Е М М А 4. 1. Е'сд'г/ с G ^^ т о существует функция / : (0,1) ^ {гг G £ ,^ 
ЦггЦ = 1}^ такая, что S{ip)f{p) -^ О при р ^ 0. 
2. Если с ф S', то sup^^^^ ||5'~^(^)|| < ос при достаточно малом ^ > 0. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . 1. По определению множества S' суп];ествует нормиро­
ванная собственная функция срр оператора Q{ip)^ Q{w)4^p — v{p)^pj такая, что 
г]{р) -^ —1 при р ^ 0. Достаточно положить / (р) = срр. 
2. Согласно (И) , имеем S~^{z) = —I-\-2{I-\-Q{z))~^ при z Е С+ \а-^ и, таким 
образом, требуемая оценка эквивалентна конечности sup^^^^ | | ( / + Q{z))~^\\. 
Предположим, что (/ + Q{zn))^n ^ О при Zn ^ О для некоторой последо­
вательности {(pn}j \\^п\\ = 1- Тогда {lmQ{zn)^nj^n) -^ 0. Так как lmQ{z) 
является знакоопределенной при Re^ 7^  О ж lmQ{z) = О при Re^ = О, то 
lmQ{zn)^n ^ О и, следовательно, {I-\-ReQ{zn))^n -^ 0. Согласно (6), ReQ{z) — 
Q{i\z\) ^ О в операторной норме при ^ ^ 0. Таким образом, (/ + Q{i\zn\))^n 
-^ О, что противоречит условию с ^ S'. П 
Таким образом, при с G ^ функция S~^{ •) не ограничена в окрестности 0. 
Имеется две а priori допустимых причины такого поведения: наличие «син­
гулярного» внутреннего сомножителя в канонической факторизации функции 
S и/или спектральная особенность в точке 0. Следуя [3], мы называем точку 
/с G М спектральной особенностью, если ^Щ^z^U8ik)nc^ \\^^^{^)\\ — ^ ^ при всех 
^ > 0. Пиже, в предложении 2, мы покажем, что реализуется только вторая воз­
можность. Предварительно получим некоторое явное описание множества S'. 
Л Е М М А 5. 5'(«) непрерывна в О в операторной норме, и 
c G ^ ^ ^ k e r ( 7 - Q 2 _ А ( . , У ^ ) У Б ) ^ 0 , (13) 
где Qo — интегральный оператор с ядром |у^с(х) 1п{\х — у\/{2а))л/с{у), а 'дс = 
( ( / - О о ) - ' л / ^ , л / ^ ) . 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Поскольку | |0(^) | | = о(1) при ^ ^ О, из (6) следует, что 
{I — Q{z))~^ суп];ествует и ограничен, если z Е ои§ при достаточно малом S. Из 
тождества 
(7 - Qiz))-' -{I- Q{z))-' = -{I - Q{z))-'^{I - Q{z))-' (14) 
ВИДНО, что S непрерывна в О, если это верно для (/ — Q{z))~^ ^ так как S{z) = 
—/ + 2(7 — Q{z))~^ по (11). Воспользуемся теперь леммой 7 работы [9], которая 
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утверждает, в наших обозначениях, что QQ < О, И, стало быть, оператор I — Qo 
обратим, и 1?с 7^  0. Пусть a{z) = 11п(—2ae^i^). Исходя из формулы Q{z) = 
Qo -\- a{z)Pi^ прямым вычислением получаем 
( / - Q{z))-' = {!- Qo)-' + ^ _ " i [ ] ) ^ ^ (^ - ^ o ) - ' P i ( / - Qo)-'. (15) 
Таким образом, S непрерывна в О и 
5(0) = ^ - | - ( / - Q o ) - ^ P i ( / - Q o ) - ^ 
^ - Qo ^с 
Умножая это равенство справа и слева на / — Qo^ получим (13), так как с G ^, 
если и только если кег5'(0) т^  0. П 
П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 2. Компонента TQ^S оператора Т имеет только абсолютно 
непрерывный спектр. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Заметим, что скалярное кратное т допускает аналити­
ческое продолжение на открытую окрестность М \ О, поскольку такое продол­
жение допускает Q{z) как S^-значная оператор-функция. Это означает, что 
сингулярный сомножитель rris в канонической факторизации функции т име­
ет вид ms{z) = е^^1^~^2г/2; ^ некоторыми /XI,/Х2 ^ 0. 
Из формулы (15) видно, что (I — Q(z))~^ является ограниченной аналитиче­
ской функцией в Ur{0) П 1^^ т = (2ае^)~^. Разрешая тождество (14), справед­
ливое при Z Е оОг^ относительно (/ — Q{z))~^ и учитывая, что | |в(^) | | = о(1) 
при ^ ^ О, получим, что (/ — Q{z))~^^ а с ней и S{z)^ допускает ограниченное 
аналитическое продолжение на Us{0) П ^ при достаточно малом S. Воспроиз­
водя рассуждения из начала доказательства леммы 3, получим отсюда, что т 
допускает аналитическое продолжение на Us{0) П ^ , которое ограничено ввиду 
неравенства | det( /— А^)\ ^ ехр(||А||2), А Е S^. Отсюда следует, что /Х2 = 0. 
В самом деле, в противном случае, применяя теорему Карлсона [12] к функции 
д{1/z)^ где g[z) = e^'^'^^^'^^^m^z)^ получим ^ = 0. 
Далее, ||(5(г£:)||2 -^ О при е ^ ос по теореме Лебега. Отсюда следует, что 
т{ге) -^ 1 при е -^ ос. Это дает /xi = 0. Наконец, m{z) = О при z G С+, 
если и только если, ^ G сг+. В самом деле, m{z) = det(5'(^)(2 + 5'(^))), поэтому 
m{z) = О, если либо кег5'(^) ф О, либо кег(2 + S{z)) ф 0. Второе невозможно, 
поскольку ||5'(^)|| ^ 1. Таким образом, каноническая факторизация функции т 
имеет вид т — Ьт^, где т^ — внешняя функция, а 6 — конечное произведение 
Бляшке, отвечаюп];ее множеству (Т+. Пусть S — BS — каноническая фактори­
зация функции S. Сомножитель S совпадает с характеристической функцией 
оператора Tess = |^.Же ^ где ^е — абсолютно непрерывное подпространство 
оператора Т [3]. Поскольку тпе — скалярное кратное для S [2, Предложение 
V.6.4], имеем (T(T^ess) ^ -^ ^^  и, т а к и м образом, T^ ess ^ ^ess* 
Остается заметить, что ^е = HQ^SOHQ. В самом деле, поскольку (i7^, i^ess) > 
О, имеем Н Q Но = ^ + ^ , где ^i — внутреннее подпространство оператора 
Т (см. [3]). В нашем случае ^i = i7^, откуда и следует требуемое равенство. П 
Таким образом, точка О при с G ^ является спектральной особенностью 
оператора Т. В соответствии с критерием Падя-Фояша [2] это означает, что 
при с Е S' оператор Tess не подобен самосопряженному. 
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П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 3. Пусть с ^ S. Тогда TQ^S подобен самосопрлэюенному опе­
ратору. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . З а м е т и м , во-первых, что sup^^ji^ \\S ^(^)|| < сю для любо­
го компакта X С С+, поскольку cr(Tess) С М. Далее, ||Q(^)|| ^ | | (5(ilm^)| | -^ О 
при Im^ ^ ОС. Отсюда и из оценки (12) заключаем, что S{z) -^ I в опера­
торной норме при ^ ^ ос в С+ равномерно по arg^ . Переходя в (8) к пределу 
при Im^ ^ О, убеждаемся, что, в зависимости от sign/с, либо 1т Q(к) < О либо 
— lmQ{k) < О и, стало быть, кег S{k) = О при к ^ 0. Собирая вместе полученные 
утверждения, заключаем, что sup^^d- \^^ ||5'~^(^)|| < ос, так как S~^ = S~^B^ 
где В — сжатие. Отметим, что этот вывод не зависит от предположения с ф S'. 
Паконец, учитывая п. 2 леммы 4, получаем, что sup^^d- ||5'~^(^)|| < ос, и дока­
зываемый результат следует из критерия Падя-Фояша. П 
Па абстрактном уровне, всегда можно разложить Tess в линейную сумму 
Tess = Ti + Т2, компонента Т2 которой подобна самосопряженному оператору, 
полагая 7/г = /?, /? ^ (ОД)^ ^ конструкции §1. Если S{z) G / + S"^ и функ­
ция S непрерывна вплоть до вещественной оси и на бесконечности по опера­
торной норме, как это и происходит в рассматриваемой задаче, то кратность 
спектра оператора Ti конечна при любом /? G (0,1). Отметим, что если непре­
рывность функции S нарушается хотя бы в одной точке, то может случиться, 
что m{Ti) = ос при всех /? > 0. Пусть ^ = dimker5'(0). Поскольку точка 
О является единственной спектральной особенностью оператора Т при с G ^, 
m{Ti) = ^ при достаточно малом /?, и это число — минимальное возможное. 
В то же время эффективная оценка угла между соответствующими инвари­
антными подпространствами не вытекает из абстрактных соображений. Как 
показывает следующая теорема, в которой собраны результаты изучения слу­
чая с G ^, функцию 7/г А^^ нашей задачи можно выбрать таким образом, что 
m(Ti) = ^ , а для спектральной компоненты Tess, отвечающей окрестности 
спектральной особенности, угол оценивается в терминах оператора Q. 
Пусть Хд — оператор умножения на индикатор множества М \ [— ,^ ^] , ^ т^  О, 
в L^(M; А) . Тогда ^s = ^^ — WxsW~^ является спектральным проектором опе­
ратора Т, отвечающим интервалу [— ,^ ^] , в следующем смысле: (i) ^s — огра­
ниченный оператор в ^е и ^ ^ = ^д^ (ii) ^6 коммутирует с R{z) при любом 
Z G р{Т) и, таким образом. Ran ^s — инвариантное подпространство опера­
тора Т, (iii) сг(Т|кап^5) — [~^5^] ^ (i^) любое инвариантное подпространство 
^ С ^е оператора Т, такое, что сг(Т|^) С [— ,^ ^] , содержится в Ran ^(5- Свой­
ства (i)-(iii) являются следствиями леммы 1 и соотношения (1). Свойство (iv) 
вытекает, например, из наличия скалярного кратного [2, теорема УП.6.2]. 
Т Е О Р Е М А 2. Если с ^ (о, то для любого достаточно малого 5 ф Q оператор 
Tess моэюет быть представлен в виде линейной суммы Tess = Ti + Т2 операто­
ров Ti, Т2, действующих в инвариантных подпространствах М\, М2, таких, 
что 
1) Т\ имеет спектр cr(Ti) = [— ,^ ^] кратности ^ = dimker 5'(0); 
2) Т2 подобен самосопрлэюенному, и сг(Т2) = М^  
3) ( с ^ , . ^ ) > 0. Угол {^1ч^5^2) допускает оценку 
s i n ( ^ i , ^ ^ ^ 2 ) ^ р/л/2, р = dist(0, (т{8Щ \ {0}). 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Выберем 5 ^ Q так, чтобы ранг спектрального проек­
тора оператора D{k)^ отвечающего промежутку [0,р^/2), был равен ^ при 
всех к Е [—6^6]. Определим подпространства Xi{k)^X2{k) С Е в соответ­
ствии с конструкцией §1 с 7/г = ^р'^Х[-б,б]{к)- По лемме 1 Ж1 = WXi^ г = 
1,2, — инвариантные подпространства оператора Т, m{Ti) = ^ , а сужение 
^2 = ^1^2 подобно самосопряженному оператору. Действительно, 5*1x2 имеет 
ограниченный обратный, так как sup^^[_^^^] ||(5'(A:)|x2(/c))~"^|| ^ л/2/р < ос и 
sup|/.|>(5 ||5'~-^(А:)|| < ос (см. доказательство предложения 3). П 
Пользуясь оценкой (10) и формулами (14), (15), нетрудно оценить 5 снизу. 
В результате получим, что 
З А М Е Ч А Н И Е . Утверждения пп. 1)-3) теоремы 2 справедливы при 
, 1 / 64Т2 ас1 
<^2^ ^^Ч"^ ^ V ^ 
где С2 = ||C||L2(M) И Т = [^^_^^^_^\n^\x-y\dxdyY ^. 
Заключительные замечания 
(a) В предельном случае изученной модели, когда с{х) = Сос при всех х G М, 
спектр оператора Т легко вычислить, используя преобразование Фурье по х. 
В результате получим (т{Т) = М U [icoc,0). Этот факт выглядит естественно в 
том смысле, что для произвольного с G LQ ^ полагая Cs{x) = с{ех)^ будем иметь 
N{cs) -^ ос при £ ^ 0. 
Заметим, что в рассматриваемом случае Т не является спектральным опера­
тором (см. [14]) при всех Сос > 0. Именно, можно показать, что спектральный 
проектор ^а оператора Т, соответствующий интервалу [iaf,iCoc], ограничен 
при Of > О, однако \\^а\\ -^ ос при Of ^ О, т .е . Т не обладает свойством (В) 
спектральных операторов. 
(b) Для диссипативности L необходимо и достаточно выполнение условия 
подкритичности Сос ^ 1- В то же время оператор Т диссипативен при любом 
неотрицательном с G L ^ . Таким образом, в случае Сос > 1 можно использо­
вать (7) в качестве грубой оценки числа экспоненциально растущих мод для 
надкритичной задачи. 
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